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SOBRE LA NOCION DE DEFINICION
ROBERTO RUIZ
O. Introducci6n.
El caracter que debe tener la d~
finicion en matematicas permanece parcialmente indecidido.
Aun cuando se han dado criterios para distinguir defini-
ciones de otras proposiciones en matematicas , au carac-
ter baaico aUn se debate y esos criterioa han terminado
mas por distinguir tipos de definiciones , que por contes
tar la pregunta oentral I
II Que eB La definicion en Matematicas ? II •
No pretendo resolver aqul dicho problema. Tampoco
pretendo que el procedimiento que uso para basar mi con-
clusion sea formal en modo alguno • Sin embargo una dis-
cusion "intuitivall lleva a una conolusion no solo cl&-
ra sino adem!s ya a.ceptada -.•y oreo que La simplicidad en
vue1ta en 1a oonclusi6n en st puede Ber de ayuda desde e1
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punto de vista pedagogico • Por eato ultimo, por e1 re-
su1tado un poco sorprendente y por la necesidad de deba-
tir10 , para 0 bien descartarlo 0 acaptarlo y entoncas
formalizario , he decidido prasentar este punto de vista.
1. QUE SE HACE CUANDO "SE DEFINE"
Rudamenta hablando 10 basico de la definicion es
La Lntroduco iSn de un nuevo "terminol' en La teoria qua
se esta desarrollando • Aun ouando esos terminos tienen
hoy caracter1sticas estudiadas (por ejemplo se hace dife
rencia entre aqueLlos que se usan para "bau t i zer" un
ante, resultado de una demostracion de existencia , y
los que no tianen tal caracterlstica) , la introduccion
de "terminos" en La teoria es La variable comun en e1
concepto de definici6n. Para 10grarlo se usa, en ulti
ma instanoia , una proposicion que envuelve dicho termi-
no , y se introduce la proposicion en la teoria. En
realidad 10 que se introduce as una propiadad (as1 ten-
ga una unioa Solu0i6n) , perc su caracterizaoion dentro
de la teor1a es dada con base en proposiciones y la sim-
plificaci6n (proposioiones en cambio de
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es , en conseouenoia , grave •
Por ejeroplo , para introduoir el termino "oe r rad o''
en topologia se usa , digaroos , la propiedad de It ser oe
rrado en XII forzando un valor oierto (en este oaso) 0
falso a una pz-oposi oien I IIA es oerrado en Xli. Bs de
oir , se introduce La propiedad (110 es oerrado en XII)
por medio de una oaracterizaeion de sus soluoiones •
Como 10 b~sico es , pues , proposioiones y oomo el
aspeeto "dnt r-oduct.r-" envuelve aI final "per-tenecer" ,
elarifieo primero este punto •
Dire que una proposicion lip" pertenece ~ la teo-
ria en ouest ion (Despues veremos que en nuestro easo
no tenia sentido usar una frase oomo "perteneee a La t~
oria desarrol1ada hasta e1 momento") , si es un axioma 0
ai su valor , eierto 0 falso , es iroplieado por los axio
mas. En cualquier otro caso dire que IIp" no pertene-
oe a 1a teoria •
Ciertamente si P perteneoe y Q no pertenece a
la teoria , la proposioi6n P<=~> Q no perteneoe a la
teoria • De otro modo P<==> Q y P tienen valores im-
plioados por la teorla y par tanto tarobien Q, contra
la hip6tesis •
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Si se desea introducir Q en la teoria, un pro-
cedimiento equivalente es introducir (asignar un valor
arbitrario , cierto 0 falso) a P<==> Q con Puna pr2
posicion ya en la teorla •
En el caso citado arriba la propiedad "ser cerra-
do en X" 0 bien 110 es cerrado en X" se introduce
pOI'medio de 1a equivalencia (de propiedades)
"0 es cerrado en X" <s.> "Dces abierto en X"
Rago notal' (aun cuando al final e~ resultado es
independiente de este punta) que usa e1 termino equiva-
Lenc i a de propiedades en eL siguiente sent ido z Dos pro-
piedades p(x) y Q(x) son equivalentes en una teoria
si para cada objeto "a" del universo de trabajo uno
tiene I
i) Pea) tiene sentido si y solo si Q(a) tiene
sentido , s
U) Para cada "a" para el cual Pea) y Q(a)
tienen sentido
P (a) <-,t.-> Q( a) •
En forma simplificada p(x) <===>Q(x) «=> POI' a-
buso) ai la alase de soluciones de p(x) es igual a
la clase de soluciones de Q(x) •
10)
Como an el caso de propiedades colectivizantes (do~
de la clase de soluciones es un conjunto) , uno Be reduce
a los objetos para los cuales la propiedad tiene sentido
y determina la equivalencia de propiedades por medio de
la equivalenoia de proposiciones (caracter local) •
En nuestro caso uno simplemente diria: para cada
A Buboonjunto de X (i.e. determinacion de objetos pa-
ra los cuales laB propiedades tienen sentido) ,
A es cerrado en X <""=> ACes abierto en X
Naturalmente una forma mas elegante , pero quizAs
mas confusa hubiera sido :
Definicion
Las propiedade SilO es cerrado en X"
y "ff es abierto en XU tienen la misma clase de solu
cione s , 0 bien
Definicion
Las propiedades "0 as cerrado en XII
y "DC es abierto en x" son equivalentes •
Y mas cerca del uso oomun I
Definioion
"0 es cerrado en X" <-F> 1100 as abier
to en X" •
Quisiera haoer notar que los axiomas , como los
104
-oonooemos , no son extranos a esta olase de situaoiones I
Ejemplo de axiomas equivalentes I
a) "Por dos puntos distintos en el espaoio pasa u-
na y una sola reota" •
b) Para oada par de puntos X, Y en el espaoio
oon X ~ Y existe una Unioa reota L tal que X eLy
t'le L
0) Para oada par de puntos X ~ Y en el espaoio,
La propiedad "n es una linea reota que oontiene a X
yaY" tiene una y una sola eoluci6n •
2. AXIOMAS Y DEFINICIONES
Como hemos notado , axiomas y definiciones pueden
eer tratados , bajo oierto ouidado , oomo propiedades 0,
pasando a su oarAoter looal , oomo simples proposioiones
o finalmente oomo propoaioiones que envuelven propieda-
des.
Para simplifioar oonsidero axioma. y definioion ••
oomo simple. p.ropcutctonea •
Con8ideremos pues una definioi6n P en una teoria
1a oual aoneideramo. terminada. No tendria sentido de-
oir que lip iu' lntrodualda en 1a teor!a" 7 agrepr
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despues que P no pertenece a la teoria (la importan-
cia de este punto se vera luego) Asi pues, la defi-
nicion P pertenece a 1a teoria
Por otro lado la eondicion para introducir P a
la teoria , fue que P no perteneciera (hasta ese mo-
mento) a la teoria. Asi qua tenemos las siguientes ca
racteristicas I
i) P no es un axioma (original) ;
i i) E 1 valor de P no depende de los ax iornas ori
ginales (y por tanto tampoco depende del valor de nin-
guna proposicion de la teoria basta ese punto) •
Pero adernas :
iii) No se bizo uso de proposici6n alguna "des-
pues de P" aL asignar el valor de P.
En eonsecuenoia el valor de P no depende del v~
lor de proposicion alguna de la teoria (y fue arbitra-
riamente aaLgnad.o ) .'!' Perienece P a La teoria? (ver
i) • Tal parece que no hay muchas posibilidades. De
heebo , al menos intuitivamente, tenemoB que I
i) P es un axioma ;
ii) P no pertenece a la teor!a "original" y
iii) La introduceion de P implieo la extension
de la teoria original a una nueva a la eual P perten~
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ce (como axaoma) • Es decir que desde eI punto de vis-
ta, digamos, practico una definicion as un "nuevo"
axioma agregado a una teoria para (0 que da como resul-
tado) ampliarla Desde al punto de vista formal es sim
plemente un axioma y puesto que el caracter de "agr~
gado" se pierde, entonces tamb ien se pierden las dif~
rencias que, por eate concepto, se hacian de otro
"tipo" de axiomas. (Ver nota iv en eI paragr-af'oai-
gu ie nt e ) •
La parte pedag6gica a la cual me referia as grafi-
ca y simple :
Teoria Original
Axiomas Conaecuencias Extension
Origin~ de los axio-
lea mas origina-
les
Axioma (adicionado i.e. definicion) .
3. COMEN'fARIOS
107
i) El hecho que un axioma no aparezea "al prinoi-
pio" de laoteoria puede pareeer chocante, pera no debe
serlo. Tiene la ventaja de identifioar las eonsecuen-
eias que no dependen de ese axioma , 0 dioho de otro modo,
estableeer el punto en el cual el axioma se usa por prim~
ra vez y las consecueneias de introducirlo •
ii) Mas chocante que 10 anterior es el hecho de que
se usen palabras que (si insistimos en colocar el axioma
o definicion al principio de la teoria) no alcanzan sen-
tido sino hasta cuando se ha avanzado en el desarrollo de
la teoria.. Pero ello representa solamente una limita-
cion humana, no teorica 0 formal. De hecho, la soli
dez de una teoria matematica no depende del sentido de
los axiomas. M~s aun, no depende de que se pueda 0
no asociar a ellos un "conoepto" 0 "modelo". 0 para
decirlo mas ainicamente, gracias a Dios que la validez
de las tearias matematicas no dependen de que nuestroB
estudiantes los entiendan antes 0 despu~s de que los e8-
tudien •
iii) El usa olssico de la definicion tiene una ven-
taja practioa clara I garantiza en una oierta medida (0
oomo dir{am08 I salvo error) 1a independenoia que debe
t~ne~ 81 nuevo axioma de l08 otro8 •
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iV) Una caracteristica de la definicion como se
estudia hayes la siguiente I si una proposicion P es
una definicion, entonces au i.nt roducc i Sn "no puede a-
gregar nad a nuevo" a (dentro de) La teoria previa a ~
lla. Ciertamente 1a caracterizacion dada aqu1 mantiene
ese criteria. Pero anade algo que normalmente (0 me-
jor formalmente) no se menciona y resta saber ai esto
-entrana inconsistencia entre ~ste y otros (formales)
puntas de vista. A aaber , la definicion (como axio-
rna) no puede agregar nada nuevo, ni siquiera puede a
gregar algo equivalente a algo en 1a teoria previa a
ella •
v) He usado el terminG " . "aXloma libremente 10
cual puede hacer creer que su caracter- formal ha side
completamente decidido , hasta el punta de ser (formal-
mente) univeraalmente aceptado. Ello na es asi. No
deseo discutir 0 presentar aqui formalizaciones del con-
cepto de axioma (intuitivamente claro) pero S1 hacer no
tar en que sentido 10 he usado I Una proposicion P de
una teoria la 1lamo axioms si au valor (uaualmente
"cierto") no depende de ninguna otra proposicion de la
teorfa •
vi) Dos puntas de vista se conternplan hoy con
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respecto de 10 que es "una teoria matematica". El pun-
to de vista qua una teoria matematica debe ser considera-
da. digamos, "terminada" y a partir de ello "estu-
diada", el eual llamariamos el punta de vista "estati-
COli. Por el contrario, e1 punto de vista "dinamico"
considera que una teoria matemat ica no lies" sino que ,
dijeramoB, liesta" y se incrementa (sin que se salga
este proceso de lila" teoria) •
Aparentemente la diferencia formal fundamental en
tre los dos puntos de vista radica en que el segundo pa-
rece implicar que una teoria debe tener un numero infini
to de "teoremas" (y por tanto no es "completable" por
sar humane alguno ) , perc no asi e1 primero •
En el presente trabajo , por Bupueato, he usado
e1 primer punto de vista •
Roberto Ruiz
Departamento de Matematicaa
Universidad del Valle
Cali (Colombia).
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